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Résumé. NousdonnonstinenouvelledémonsLrationd ‘une formulednumérativede
Giventalstir leg singularitésde certainessurfaceslagrangiennes. La méthode est
decomparercessurfaceslagrangiennessingulièresa descourbescomplexesqui se
désingulansentpar éclatement. On obtientaussi unc formuleanaloguemodulo 4
pour dessurfacesnon-orientableset onmontrecommentobtenirbuslesexemplesde
plongementslagrangiensdeGiventaiparchirurgie lagrangienne.

Abstract. Wegivea newproofof an enumerativeformula of Giventalabout the
singularitiesofcertainlagrangiansurfaces.Themethodis to comparetheselagrangian
surfacesto complexcurveswhichmaybedesingularisedby blowingup. Amodulo 4
formulafor non-onent.ablesurfacesis also obtainedandit is shownhowto construct
all the Giventallagrangianembeddingsby lagrangiansurgery.

L’essentielde cesnotesvise a reprendre,un pcu différemment,les constructionsde

Giventaldansle trèsjoliarticle[4]. 11 y montredesplongementslagrangiens(dans 1R4)
dc prcsquetouteslessurfacessusceptiblesd’en posséder,c’esta direle toreetles surfa-

cesnon-orientablesdecaracténstiqued’Eulcr divisible par 4 (le seulcasdeIabouteiUe

de Klein restanten suspens).Dc plus ii considèredesplongementslagrangiens... qui
ne sontpasdes immcrsions(mais sontdesplongcmentstopologiqucs),le modèle lo-
cal enest unevariantelagrangiennedu parapluiede Whitney,qu’on a déployépourle
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débarasserdc scs pointsdoubles(autremcnttilt, on déploicdesparapluicspourplongcr

dessurfaces).

DansIc premierparagraphe,je vais décrireIc parapluiedéployéet donneruneraison

plutôt concepluclicpourlaquellechacuncdecessingularitésdolt apporleruneconinbu-

lion de — 1 a I’auto-intcrsectiondela surface:c’csl qu‘un éclatemcntestencause.J’ex-

pliqucraiaussipourquoi il estnormal qu’unpoint doublejoue plus ou nioins Ic méme

role quedeux parapluics. Ccci permetde montrerune formule énumérativcpour Ics

points doubleset Ics parapluies[4] d’une surfaceorientée,je montrcrai aussiqu’on a

une formuleanaloguemodulo 4 pourlessurfcesnon-orientables.

DansIcdeuxièmeparagraphe,jedécrirai(d’unefaçonpaslrèsoriginate)lessurfaces

de Giventalet aussidesplongementslagrarigiensde toutcslessurfacesnon-orientables

dansdesvariétéssymplectiques<aussipetitesquepossib1e>~.

Presquctout cetarticle sepassedansT*Rn = R2~= C’~(avecen gCnéral n = 2 ).

LescoordonnécsusuellesdansIa baseR5 sont notécs (q
1, .. , q,~), lescoordonnées

cotangentcsou imaginairespures(p~,. . . , p,~)

(q1,.,q~,p1,-,p~) = (q1 + lpl ,..., q~+tp~)

Ia 1 -fornie A = ~ p~dq~estdite formedc Liouville, w = = ~ dp~A dq5 estIa

forme symplectique.Si n = 2

wAw=2dq1 Adp1 Adq2Adp2

= —2dq1 Adq2 Adp1 Adp2

determinedonc l’oricntation de R
4 avec laquelle nous travaillons, c’cst aussi celle

dCfinie par Ia structurecomplexede ~2 , I’orientation dCfinie par i étant celle oO

(e
1,ie1,e2,ie2)estunebasedirectc.
Un morceaude variétéou uneimmersion (q,p) : v~—~ T*R

2~5est dit(e) lagran-

gien(ne)si w s’y annule,c’csta diresi A y dCfinit une I -forme ferméc.Si ir : V —p V
estle plus petit revétementsurlequel A admetuneprimitive z , I’application

-~ x R

x ~ (qoit(z),z(~))

définit Ic front d’ondede ~. Le dessinde l’image d’un domainefondamentalsous

l’opérationdu groupede ii seradit front d’ondcde V. Si V = V, c’cst a dire si A

estexacte,on dit quel’immersion estexacte.

EXEMPLES. 1) La figure 1 reprCsentedeux immersionslagrangiennesdu cercle dans

T*R et leurs fronts d’onde. Dansle premiercas, A estexacte(aireentouréenulle) Ct

dansIc deuxièmecasnon.
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Figure1.

2) Dc mêmela figure2 représentele front d’un plongementlagrangiendu tore. et la
figure 3 le front d’uneimmersionlagrangienne(exacte!) dela sphereS2 avecun seul
pointdouble (immersiondeWhitney).

Figure2.
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Figure3.

On voit que l’Cquation dz = p
1dq1 + p2dq2 permetdc reconstituerIa surfaceIa-

grangiennequandon connaitsonfront d’ondc. Dc mCme,si lespointsdoublesdu front
n’ont pasgrandcsignification,ccuxdc lalagrangiennesontreprCsentéspardeuxpoints

du front qui ont mCmeprojection surIc plan des q et desplanstangentsparallèles.

1. LE PARAPLULE DEPLOYE

1.1. Déploiementdu parapluie

La façon Ia plusconceptuelledc décrirecc morccaude surfacelagrangienneestsans

douteIa suivante:on considèrele point de rebroussementou parabolesemi-cubique,ou

cuspparamCtréparq1 = t
2, q~= 2t3/3 dansleplanréelR2 . LeparapluiedéployCcst

son fibréconormaldansT*R2 ,autrementdit c’estIa surfacequ’onobtientenrCsolvant

p
1dq1 + = U et qu’on pcutparamétrerpar

/2
(1) (q1,q2,p1,p2) = (~t2,~-t

3,tu,--u

Le fibre conomialde toute courbelisse estpar definition unesurfacetagrangicnncde

T*R2 - Cc quenousvenonsdc faire scniblc doneêtre Ia mCthodeIa plus simple pour

construircunc surfacelagrangiennesingulièrc.

Les formutes(1) décriventun plongementtopologiquede R2 dansT*R2 , qui est

uneimmersionpartoutsaufen 0 ofl il estdc rang I -

La projectionde cettcsurfacesurIc sous-espacedes (q
1 Pi P2) cst un parapluicde

Whitney,ccqui justifiel’appcllationdeparapluic (dc Whitney)d~)ploycquclui adonnée

Givental.
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Figure4. Le parapluieplié.

Parconstructionméme,Ia projectionsur le plan des (q1,q2) n’estpas générique,

aussion pourratrouverplusagréabled’utiliser la surfaceparamétréepar

(2) (q1q2p1p2)= (t2~tu~t3)

qui lui correspondparle difféomorphismesymplectique(q1,q21p1,p2) i—p (q1,p2,

Pi , —q1) . Danscettenouvelleécriture,enrésolvantdz = Pi dq1 + P2dq2 onobtientla
fonctiongénératricez = 2 t

3u/3 ,ce qui permetde considérerle frontd’onde

“2 23
(q

1,q2,z)= (\t ,u,~-tu

que(3iventalappdlleparapluiepliéet qu’on voit sur la figure 4: l’axe des q1 estune

arêtederebroussementet l’axedesq2 uneligne depointsdoubles.Onappellerasurface
lagrangienneplongée(resp. immergéc)ausensdeGiventalunesurfacef: V —~ T*R

2
isotrope(f*Li = 0 ) aveccommeseulessingularitésdesparapluiesdéployés(resp. et

despointsdoublesordinaires).

1.2. Edatement

Identifions T*RZ ~ 2 commeon a dit et ~2 a IHI par

(q
1 + ip1,q2 + ip2) ‘—‘q1 + ip1 + (q2 +

(= q1 + ip1 + + kp2)
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Notresurface(1) est alorsparamCtrCepar

Q(t,u) = t2 + itu+ y~t~— ku

= t2 — ku + t (~t2 ku) ~.

On estmaintenantbien tentCdeconsidérerIa surfaceparamCtrécpar

Q~(t, u) = t2 — ku + t(vt2 — ku)j -

C’estuncsurfacetotalcmcntrécliede ((~2, i) qui a Ics mémespropriCtCsque Ic para-

pluie déployCpour v ~ U saufqu’eIlc n’estisotropcquepour v = 2/3 -

Pour v = I , dIe est l’image de Ia surfacede ~ 2 k) dCfinie par Q

1 ( t, u) =

(t
2 — ku,t) parI’Cclatcment(k-eomplcxe)

cr:(~2,k) ~(G2,k)

(z,~3)F-* (x,x/3)

Q

1 estunesurfacelissc totalcmcntréellc (pour k) dontIc plan tangentrencontrel’cx-
ceptionnelleE (i = 0) de I’éclatcmentIc longd’uncdroite(recIte).

1.3. Nombred’intersectionlocal et énumérationdesparapluies

On endéduit facilcmcnt

PROPOSITION1.3.1. ([4] au signeprès)Soil V uncsurfacelagrangicnncorientécim-

mergéeau sensdeGivcntai. Alors

V - V = —x(V) + 2d — p

oi~d désigncIc nombrc algébriquc depoints doublesci p Ic nombrc deparapluies

déployó.c.

EXEMPLE. La figure 5 reprCsenteIc front d’onde d’un plongementlagrangiendans

T*R
2 d’unesurfacede genre 2 avecdeuxparapluiesdCployCs.
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Figure5. O=—(—2)+O—2.

REMARQUE. La conventiond’orientation utilisCe par Givental est assezmauvaise

(orientationopposéea celle donnéepar la forme symplectique)pourqu’il trouve une
forrnuleavecdessignesopposesa ceuxqui apparaissentci-dessus.En particulier,cha-

queparapluielui apporteunecontributionde +1 . C’est enessayantde me convaincre
qu’il était nécessairede trouver — I quej ‘ai remarquél’éclatementdontil est question
‘ci.

La demonstrationde cetteformule est facile et folklorique quandon a affaire a une

vraie immersion(pource typede calculs, je me permetsde rcnvoyerle lecteura [3]).
Pourobtenirle casplus généralconsidéréici, il suffit de verifier que chaqueparapluie
dCployéapporteunecontributionde —1 . Ce — I n’estautrequeI’auto-interscctionde

l’exceptionnellede l’éclatcmcnt,plusprécisément:

DEMONSTRATION.TouteslessurfacesQ~(pour v ~0 ) ontlamCmeauto-intersection,
oncalculedonecellede Q, . LasurfaceQ

1 estsatransforméestricteetsonintersection

avec E est nulle : on déforme (t
2 — ku,t) en (12 + S — ku,t) qui ne rencontre

pas E( z = 0) pour s > 0. L’auto-intersectionlocale de Q
1 est égale a celle de

a~Q,=Q,UEquiestdonc—l=E.E.
Bienentendu,si V n’estpasorientable,Ia proposition1.3.1 restevraiemodulo 2

maiscen’estpastrèsintéressant.En réalité,on acommedansle casdesvraiesimmer-
sionsuneformulemod 4 ([5], voir aussi [3]). Appelons w1 la premiwèreclassede
Stiefel-Whitneyde V. ainsi (wi, [V]) E Z /2 . De mémele nombre d despoints

doublestie peut êtredéfini quedans- Z /2 . Désignonspar 2 : Z /2 ~ Z /4 l’ho-
momorphismenon-trivial,desorteque 2 d, parexemple,représenteun entiermodulo
4. .
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PRO[’OSITION 1.3.2. Soil V uncsurfacelagrangicnncimmcrgécdansT*R2 (au sens

de GivcntaJ).A furs

O=—x(V)+2(w~,[VJ)+2d_-pmod4

=~(V)+2d—pmod4

DEMONSTRATION. On Cclate(pour k) lespointsde ~ 2 oO V a desparapluicsci on
obtientunc immersion f’ : V ~2 (CclatCcde C2 enecspoints). On calcule

0= f~IV1 -f~[V1 =f~[Vj -f~[Vl -p

comnic on avu plus haut(l’auto-intersectionesthien dCfinie dans7 ) Ct d’autrepart

f~IV1-f~[V] =(e(N
1),[V])+

2(w1(N1,)
2,[ V1) + 2d(f’) mod4

puisquc f’ esiunc immersion15]. II restea identifierIc fibre NJ . Jedisquc (e(Nj,),

IV]) = —~(V), dont on dCduitque N
1, ~ —TV done aussi que w,(N1,) = -

D’oO Ia proposition,Ia dcuxièmeégaliiC resultantsiniplcmcntdu fait quc (w~,IVI)

~(V)mod2. U

DEMONSTRATION DEL’ASSERTION. 11 suffit dc construireuncsectionde N1 qui a les

mCmeszerosqu’unesection(transversea Ia sectionnulle) de TV ci de faire attention

aux signcs. On choisit prèsde chaqucsingularitCde f un pararnCtragetel quc (2) et

danscclui-ei, on définit un vecteurtangenta V par X = a/au (l’imagc par f cstIc

vecteurnon nul (i, 1) ). OnprolongecesdonnCcslocalesen un champdevecteursX

a singularitésisolécssur V et on définitun champtransverseY en multipliaru l’imagc

dc X par i. Prèsde chaquesingularité,on a Y = (—t,—i) = —1+ ij = —t + k. On

relèvc Y en un champ Y de sortequc Y = (—t + kU) prèsdesex-parapluies.On

en dCduitaisCmcntun champnormal a f’ , qui aIcs mCmcszerosque X , et, moduloIa

facile verificationde signe,le résultat. .

2. EXEMPLES DE SURFACESLAGRANGIENNES DANS T*R
2

2.1. Confluence de parapluies et points doubles

Si W = T*R2 danslaquelle V . V = 0 parforce, 2 d — p = x( V) nedependdone

pasdu choix del’immcrsion. Ceci n’estpastrèsCtonnant: it estpossibledanscertains

cas d’élimincr ensembledeuxparapluiesci un point double(positif) ou de remplacer
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deuxparapluiesparun pointdouble(nCgatif). LesmodClcssuivantssontauxconfluences

deparapluiesdécritesdans[1] cc qucIcs parapluicsdéployéssontauxparapluies.
Lemorceaude surfaceestparamétrépar

f(t,u) = (t2iu,tu2 + at3 — vt ~t3u)

= (q,,q

2,p,,p2)

oü v ~ R est Ic paramètrede la deformationet a = + 1 va dCcrireles deuxtypesde

deformations(elliptique ou hypcrbolique).Le plussimpleest d’exhiber et de dessiner
les frontscorrespondants(figures6 et 7).

g~(t,u) (t2,u,~-t3~2 + ~-at~ — ~~vt3)

= (q1,q2,z)

Figure 6. a = I caselliptique.

Figure 7. a = —1 cashyperbolique.
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tin point doubledeIasurfacecorresponda deuxpointsdu front qui ontmCmeprojec-

tion sur Ic plan des q et desplanstangentsparallèles.DansIc caselliptique (a = I ) iI

y a un point doublepour v > 0 obtenupour (t, u) = (±.J~J,(I) : dansIc cashyper-

bolique (a = —l ), il yen a un pour v < 0 , obtenupour (lu) = ( i} ~ . Un

calculdirect montrcquc le premierest > 0 et Ic second< 0

2.2. Parapluies,points doubleset ansesd’indice I

La figure 8 reprCsenteuneanseavec un point double(nCgatif) et uncanseplon’ -

(avecdcuxparapluics).Lesdeux permcttentde faire dessommesconnexesde surfaces

orientCcsou non (encoreuncfois, un point doublenCgatif <vaut>~deuxparapluies).Par

exemple,Ia surfacede genre 2 rcprCsentCesur Ia figure 5 cst Ia sommeconnexede

deux toresstandard(figure 2) realiseegracea l’anse a parapluies.La figure9, qualit a
dIe, reprCsenteIa sornmeconnexede g tores,rCalisCe avecdesansesinimergécs. II

s’agitd’une vraicimmersionlagrangiennedc la surfacede genreg , avec p — I points

doubles(nCgatifs).

Figure 8.

~ ~-J~--. ~-, - -i

Figure9.
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Figure 10.

Ces ansespeuventaussiêtre ajouteesa des surfacesconnexes,celle a parapluies

détruit alors l’orientabiité. Par exemple,si on ajoute l’ansea parapluiesa l’immer-

sion de Whilney (figure 3) on obtientune immersionde La bouteillede Klein avecun

point doubleet deux parapluies (figure 10).

2.3. Lessurfacesorientables

Touslestriplets d~,d_, p denombres� 0 qui vérifient

2g — 2+ 2d~— 2d.p 0

c’esta direla proposition 1.3.1 peuventêtrerdalisésconunenombres de pointsdou-
blespositifs, négatifs, de parapluiespour une immersionlagrangienned’une surface
orientabledegenre g. Graceaux modèlesde2.1 et au fait qu’il esttrès facile de créer

une pairede pointsdoublesde signesopposes(hélasl’inverseestmomsevident)ii est

clair qu’il suffit demontrerqu’on peutrdaliserle nombreminimum de pointsdoubles
autorisépar la proposition, c’esta dire d~= 1, d = 0 pour La sphere,d~= d_ = 0

pourle tore, d~ = 0,d_ = g—l pour une surfacede genre g � 2. C’estceque

montreIa figure 11.
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P -~ -- . .--~ 1

:2

Figure 11.

2.4. Elimination de points doubles

II est classique[2Jet folklorique qu’on peut réalisertoutes les chirurgies(et tous

lescobordismesélémentaires)dansle cadredesimmersionslagrangiennes,graceaux
familles génératrices

S~(a,q)= — aQ(q) + ay

oü y E [— I, I] estun paramètre, a E R, Q estune forme quadratique non-dCgCnérée

sur R’~.On a

= a2 — Q(q) + y

ccqui fait qucla sous-variCtéde R x R’~dCcrite par 8S~/ôa= 0 est une quadrique

(son typedependde lasignaturede Q et du signede y ) et

(a,q) ~ (q~-~)

en dCcrit une immersion lagrangiennedans T*Rn. Considérer p commeune variable

supplCmcntairerevienta considCrerle cobordismeéLémentaired’indice ad hoc, dans
l’espaceT*R~~I

Dansle casqui nousintéressc,it convient dechoisir ~ définiepositiveet n = 2

On est alorsentrain d’ajouterunc anse,tout ensuppnmantun pointdouble (figure 12).
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~q~q

y<0 y>0

Figure 12.

On vCrifie aisément,soit directementsoit grace a 1.3.1 que l’anseest orientablesi

et seulementsi le point doubleétait positif. A partir desexemplesde la figure II on

construit doneainsi tousles exemplesde plongemenLsde surfacesnon-orientablesde
[4]: on remplacechaquepoint doublenégatifparuneansenon-orientable(ouplus exac-

tementdésorientante)commesur la figure 13. La mémechirurgieappliquéeau point
doublepositifde l’immcrsiondeWhitney(dont le front est lasoucoupevolante)foumit

leplongementusuel du tore T2 (figure 14).

Figure 13.
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Figure 14.

2.5. Surfacesnon-orientables dans P2 ( C)

Utilisons Ia structuresymplectiquestandardsur P2(C) et montrons

PROPOSITION2.5.1. Pourqu‘unesurfacenon-orientablcpossèdcunplongcmentlagran-
glendans P2( C) , ii laurel ii suffitquesa caractéristiqucd‘Eulersoil 0 ou I modulo

4.

DEMONSTRATION. Ii estclairquetouteslessurfacesqui ont un plongementlagrangien

dans R4 en ont un dansn’importe queUevariété symplectiquc. II suffit donede sc
préoccupcrde Iabouteillede Klein ci dessurfacesdecaractCristiqued’Euler I modulo

4.

Plongeonsd’abordIa bouteilledeKlein: on commencepardeuxexcmplaireslagran-
giensde p2(R) , parexemple{[ a, b, c] mid a,b, c E R} ci {[ ia, ib, cJ mid a,b, c E

IR} qui se coupenttransversalementen [0, 0, 1] . On appliqueIa chirurgiedCcriteci-

dessus,cc qui remplaceIcpoint d’intcrsectionparuneanseplongéeet donnedonebien

un plongementlagrangiende Ia boutcillc de Klein.

On appliqueIa mCmcmCthodepourplongerIcs autressurfacesenquestion:Ic casde

F2(R) (c’cst ~dire le casüü x = 1) estctair(onvient dc I’utiliser). Soicntmainlcnant
uncsurfaceV plongécaveccaractCristiqucd‘Euler 0mod 4 etun P2 ( R) lagrangien

qui larencontretransvcrsalcmentendeuxpoints. OnappliqueIa chirurgieen chacunde

cesdeuxpoints,obtenantainsiunenouvellesurfaceV’ plongCc,dontla caractCristique

d’Eulerest

= x(V) + x(P2(R))—4 = x(V) —3

on aainsi construitun exempledeplongementlagrangienpourchacuncdessurfacesen

question.

RCciproqucment,IamCthodede [5] déjàutilisécci-dcssuspermetdc monirer



QUELQUESREMARQUESSURLES SURFACES... 597

(P
2 K

Figure 15.

LEMME 2.5.2. Soil f: V —÷ W uricimmei~iond ‘unc varlété V de dimensionn palm
da.ns uncva.riétécompacteorientée W dedimension2 n. Soit u E H’~(W; Z /2) Ia
cla.sse duale a 1 ‘image de [V 1. Si

f: H”(W;Z/2) —~ H2~(W;Z/4)

désignc Ic carréde Pontrjagyn,alors

- (2u,[W])+2d(f)~(e(Nj),[V])

+2(w
1(N1)w~.1(N1),[V])mod4

U

En fait, w1(N1) = w1(V) (puisque W est orientable). En plus dansle casoü

W = P2(C) , le carrC de Pontrjagynest trèsfacile a calculerpuisquela cohomolo-
gie esten fait entière: on a Vu = ü ‘.-.- ümod4 pourn’importe quel ii relevant u

dans H
2(P2(C); Z) , en;particulier (Vu,[WI) = 0 ou I suivantque u = 0 ou

u ~ 0. Dansle caslagrangien,on a bien sar N
1 ~‘ —TV , pourunesurfaceplongée
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lo~rangicnncinenIdans P2 ( C) Ic lemmedonnedone

(Pu,I WI) + 0 —~(V)+ (w~,[ V])

EX(V)rnod4

LEMME 2.5.2. Rcrnarquons,commeconsequenceimmediate,qu ‘en Cclalanidcuxpoir’

aslucieuscincnlchoisisdans P2( C) ,on endéduitdesplongemenislagrangien.cc/c lou-

Ics lessurfacesnon-orientahiesdansIa vane/cobtenueparcci éclatement.
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